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PRAXISORIENTIERTE FORMULIERUNG UON AUFGABEN DER STATISTIK
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Monika Weilss, TGM Wien

Ein wichtiges Anwendungsgebiet der Statistik in der
technischen Praxis ist die Qualitetssicherung.

Als Instruktorin der dsterreichischen Vereinigung fiir
Qualitatssicherung habe ich bereits zahlreiche Schulungen fir
Leute aus der Industrie durchgefihrt.

Im folgenden will ich lhnen die daraus gewonnenen didak-
tischen Erfahrungen, die ich auch selbst im Mathematik-
unterricht umsetze, darlegen.

Ich mdéchte lhnen anhand der Wahrscheinlichkeitsrechnung, der
Hypergeometrischen Verteilung und der Binomialverteilung
exemplarisch zeigen, wie man den Statistikunterricht
praxisnahe aufbauen kann.

1. Wozy cdient Qualititssicherung?

Im Sommer 1888 wird in den EG-Staaten das Produkthaftungs-—
gesetz eingefiihrt., dsterreich wird sicherlich in Kirze dem
Beispiel der EG-Staaten folgen.,

Das Produkthaftungsgesetz besagt, dafl Firmen fiir die
Fehlerfolgen ihrer Produkte haften, unabhidngig davon, cbh ein
Uerschulden - 2.B. Fahrldssigkeit - vorliegt oder nicht.

Dia einzige Moglichkeit, eine Produkthaftungsklage
zurickzuweisen, besteht darin, zu beweisen, daff zum Zeitpunkt
des Verkaufs der UWare, diese einwandfrei war, d.h. alle
zugesicherten Eigenschaften aufgewiesen hat.

Dieser Entlastungsbeuweis ist nur sehkr schwer zu fihren und
setzt umfangreiche Priifungen und vor allem auch eine
umfassende Dokumentaticon veraus.

Cie einzige Chance, das mit der Produkthaftung verbundene
Risiko klein zu halten, besteht darin, widhrend der Fertigung
alles zu untarnehmen, um Fehler beim Endprodukt zu vermeiden.
Das verbleibende Restrisiko kann dann durch entsprechende
Versicherungen abgedeckt werden.

Die modernen Methoden der Qualitatssicherung verfclgen genau
dieses 2iel. Nit ihrer Hilfe soll gewdhrleistet werden, daf
die gefertigten Produkte die erforderliche Qualitat
aufweisen. Dabei bedeutet Qualitit - in Abweichung von der
umgangssprachlichen Bedeutung - die Erfiillung ven
vorgegebenen Erfordernissen.
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Es soll nicht BGlick, sondern systematische Arbeit sein, wenn
am SchluBf gute Produkte die Fertigung verlassen.

Das Motto lautet: Mach’'s gleich richtig.
und: Jeder mogliche Fehler tritt auch einmal auf.

Die Qualitatssicherung ist ein Instrument, das die Ursachen
fFur das Auftreten von Fehlern analysiert, diese i1im Ansatz
bekampft und damit Fehler unmiglich machen soll - und wenn
das nicht moglich oder unuwirtschaftlich ist, dann soll sie
zumindest die Fehlerfindung esrleichtern und rechtzeitig die
Fehlerbeseitigung veranlassen,

Die primare Aufgabe der Qualitatssicherung ist es nicht,
Fehler zu finden, sondern Fehler zu vermeiden.
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Das Wesen der Statist. Qualitadtskontrolle

Nur dias systematische Planung und- -Steuerung der Qualitat und
der Qualitatssicherung im Betrieb, beginnend bei der
Akguisition idber Planung, Konstruktion, Einkauf, Fertigung,
Prifung, Lagerung, Trarnspcrt und Kundendienst ergeben sine
wailtgehende Sicherheit fir fehlerfreie Produkte.




- 158 -

Dabei ist wichtig, daB sich die Firmenleitung zur aktiven
Qualitatspolitik beskennt und diesa auch mittragt.

Qualitatssicherung geht alles an.

Das Hauptziel der Qualitatssicharung ist dis Vargroferung des
Gewinns,

Das kann man einarseits durch dis Echdhung des Marktanteils
und andersrseits durch dis Raduktion dsr Fertigungskostsn und
dies Preisgestaltung errceichen.

Qualitit ist nicht der Aufwand des Herstellers, sondern der
Nutzen des Kundens.

Der Efolg der Qualitatssicherung kann daher an der Xundesn-
zufriedenhaeit gemessen werden.

Besteshende Kundsen zu erhalten und neus 2zu gewinnan, ist die
wichtigste Voraussetzung fir einan lang anhaltenden
Unternehmenserfalg.

Zufriedane Kunden kénnen nur durch die Qualitdt der Produkts
und Dienstleistungen sines Unternehmens erhalten werden,
womit Qualitit zum vorangigen Firmenziel wird. :

Qualitat ist, wenn die Kunden und nicht die Produkte
zuriickkommen.

Es stimmt, daB das Einfihren eines Qualitatssicherungssystems
arhebliche Kosten verursacht. Diese Investition rentiert sich
aber rasch.

Die Firma Hewlett-Packard hat eine Untersuchung durchgefihrt,
welchs Kostensenkung bei einer villig fehlerlosen Produktion
erziaslt werden kinnten.

.Untsrnehmansbereaich % migliche Kaostansankung
Lager, Gewadhrlaistung =18
Produktion, Marketing, Usrwaltung 30
Forschung und Entwicklung 30

Dia Produktivitidt kénnte um ein Drittel gesteigert, der
Gawinn kinnte verdoppelt werden.

Matiurlich ist eine véllig Fehlerlose Produktion aufgrund der
technischen und menschlichen Gegebnheiten nicht miglich,

Es geht darum, mbglichst viel dieses Potentials, das die
Qualitatssicherung bistet, zu niitzen.
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2. Wozu dienen statistische Methgden?

Ein spezielles Werkzeug der Qualitdtssicherung sind die
statistischan Methodan. Wozu dienen sie?

Die klassische Methode der Qualitdtssicherung besteht darin,
dafl man alle Taeile praft und die -fehlerhaften Teile
aussortiert. ‘

rMan mufl jedoch dabei beriicksichtigen, dafi bei dieser
saogenannten 100 %-Priifung auch Fehler ibersehen werden. Bei
Prifung durch Menschen schliipfen gtwa S % bis 15 % der Fehler
durch.

will man z.B. bei kritischen Fehlern, durch die Menschan
gefahrdet werden, sichergehen, daf( praktisch alle Fahler

gefunden werden, so mull man die 100 %-Priifung ofters
wiaderholen.

Bei zerstorender Priifung kann man Jjedoch die 100 %-Prifung
nicht anwendan.

Ein Nachteil der 100 %-Priifung besteht darin, dall sie sehr
zait- und kaostenaufwendig ist.

Sig ist nur dann wirtschaftlich vertretbar, wenn die
Fehlerfolgsekosten der unentdeckten Fehler grifier sind als die
Kostan der 100 *%-Prifung.

Das Prablem, das dabei in der Praxis auftritt, besteht darin,
daf} die Fehlarfolgekosten nicht leicht erfaffbar sind.

Abgesehan davan, kennt man den Anteil fehlerhafter Teile der
Produktion nicht, sodall man nicht ohne weiteres entscheidan
kann, ob es wirtschaftlicher ist, das Los zu sortieren oder
nicht.

Mit HilfFe von Stichprobenpriiffungen entscheidet man, ob das
Los wahrscheinlich so wenige fFehlaerhafte Teile enthdlt, dald
s wirtschaftlicher ist, das Los nicht zu sortieren, oder ob
das Sortieren wahrscheinlich wirtschaftlicher ist.

Durch die Stichprobenpriifung wird die Qualitat des Loses
praktisch nicht beeinfluft. Man prift nur einen kleinen Teil
des lLoses und dementsprechend findet man nur einen kleinen
Teil der Fahler.

Stichprobenpriifungen sind nur ein Mittel der Steuerung und
Regelung. Mit ihrer Hilfe kann man Rickschliisse auf die
Produktion ziehen. Sie zeigen zum Beispiel an, wenn
gqualitiatsverbessernde Mafinahmen notwendig sind.
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Bei der Stichprobensntnahme werden dem Los verteilt und
willkurlich Teile entnommen und geprift. Es hangt alsao vom
Zufall ab, welche Teile geprift uwerden. Dadurch hangt das
Stichprobenergebnis, z.B. die gefundenene Anzahl der
Fahlerhaften Einheiten in der Stichprobe, nicht nur von der
Zusammensaetzung des Loses sondern auch vam Zufall ab.

Wir sagen:

Das Stichprobenergebnis ist sine Zufallsvariable.

wann aus dsr gleichen Lisferung mehrere Stichproben gleichen
Umfangs gepriifft werden, so werden nicht alle Stichproben das
gleiche Ergebnis liefern.

Wir sagen:

Die Stichprobenergebnisse streuen.

wenn wir Stichprobenergebnisse interpretieren, missen wir
diesa zufalligen Einflisse stets beriicksichtigen.

Mit Hilfe der Statistik soll die in der Stichprobe enthaltene
InfFormation verdichtet und veranschaulicht und dabei die
EinFlisse der Produktion aus den zufidlligen Einflissen
herausgefiltert werden.

Pruft man aus einem Las nicht eine einzelne Stichprobe,
sondern eine ganze Serie von Stichproben, so ergibt sich eine
Gesetzmafigkeit, die nur noch sehr wenig vom Z2ufall abhangt.

Ein ganz bestimmter Anteil von Stichproben wird ein
bestimmtes Brgebnis, z.B. eine bestimmte Anzahl von
fehlerhaften Einheiten liefern. Es ergibt sich esine fur
dieses Los typische Haufigkeitsverteilung.

Diese kann mit Hilfe der Statistik vorhergesagt werden.
Dadurch kann man das Risiko, das mit sinar Stichprobenpriifung
vaerbunden ist, genau kalkuliesren. Oas ist eine wasentliche
Entscheidungshilfe.

e A B A A k. i BT B8 LB 05
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3. Wahrscheinlichkeitslshre

Der klassische Wahrscheinlichkeitshegriff lautet:
Die Wahrscheinlichkeit, dal ein Ereignis E eintritt, ist:
P(E) =g/ m

g ... Anzahl der F&alle in denen E eintritt

m ... Anzahl der “gleichmiglichen” Falle des Experiments
Merkregel:
gunstig
wahrscheinlichkeit = -=------
miglich
BEISPIEL

Wie gral ist die Wahrscheinlichkeit, mit einem Wirfael eine
gerade 2ahl zu werfen?

Losung:
Van den 6 gleichmiéglichen Augenzahlen sind 3 Augenzahlen
gerads.

Daher gilt:
P(gerade 2ahl) = 3 / 6B = 0.5

Wwichtig ist, daf hier unmittelbar eine Interpretation des
Ergebnisses erfolgt.

Dazu verwenden wir den statistischen Wahcrscheinlichkeits-
beqriff:

Wir wiederholen einen Uersuch sehr oft und betrachten die
Anzahl der Falle, in denen ein bestimmtas Ereignis eintritt.
Wir berechnen die relative Haufigkeit, das heifft wic Fragen
uns, in wieviel Prozent der Falle ein bestimmtes Ereignis
eingetreten ist.

Wenn wir die Aanzahl n der Versuche immer mehr vergrifiern,
stallen wir Fast, dapf der Anteil h, f‘der Prozentsatz) der
Uarsucha, in denen das Ereignis eingetreten ist, schlieflich
nahezu gleich bleibt.

Man spricht von der Stabilitit der relativen Haufigksit und
sagt, dia relative Haufigkeit strebt bei groéBerwecrdender
Anzahl der VUersuche der Wahrscheinlichkeit zu.
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Umgekehrt kdénnen wir sSagen:

Die Aussage "Die Wahrscheinlichkeit, mit einem Wirfel eine
gerade 2ahl zu werfen, betriagt 0.5.” heift,

wenn wir sehr oft den wirfel uwerfen, werden wirc in etwa S0 %
der Falle eine gerads 2ahl erhalten.

Je éfter wir den Wurfel uwerfen, desto uweniger wird der Anteil
der geraden Zahlen von S0 % abweichsn.

Varaussetzung: Der Wirfel ist exakt.

Der statistische Wahrscheinlichkeitsbegriff liefert somit die
Grundlage, abstrakte Wahrscheinlichkeitsaussagen v
interpretigren. )

wihrend sich die relative Haufigkeit auf konkrete
Becbachtungen bezieht, kann man mit Hilfe des Wahrscheinlich-
keitsbegriffs Vorhersagen treffen.

Mit Hilfe des statistischen Wahrscheinlichkeitsbegriff kann
man abstrakte Wahrscheinlichkeitsaussagen als Prognosen far
Seobachtungen betrachten und dadurch auf festen, leichter
vorstellbaren Boden holen.

BEISPIEL

Von 20 Bolzen sind 2 Bolzen defekt.

Wie groff ist die Wahrscheinlichkeit, daR gleich bei der
ersten Prifung ein Fehlerhafter Bolzen gefunden wird.

Losung:
ginstig
P(l1. Bolzen ist fahlerhaft) = —-=—w-w- -2 /20 = 0.1
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Interpretation:

Wann wir sehr aoft vaor dieser -Situtation steghen, werdan wir in
ca. 10 % der Falle gleich bei der asrsten Prifung einen
fehlarhaften Bolzen finden.

BEISPIEL

Eina Packung anthdlt 5 Muttern, sine andera enthilt S
Schrauban. Jsweils sins Muttser pdflt zu Jeweils sinar
Schraubes. Man entnimmt willkiirlich sine Schraube und ainas
Mutter.

Wiea groB ist die Wahrscheinlichkeit, auf disse Wzise sin
passandes Paar zu erhaltan?

Lisung:
Hier ist as wichtig den richtigen Standpunkt zu bezishen, so
vaerainfacht sich dia Aufgabe wesentlich:

Es spielt keine Rolle, welche Schraube wir ziehen.

Die Wahrscheinlichkeit, dafl wir genau die zu der Schraubs
passanda Mutter entnehmen, betragt: :

' ginstig

Ansonsten hiatten wir gerechnet:
Es gibt insgesamt 5S*S = 25 migliche Kambinationen von Huttecrn
und Schrauben. :
Davon sind 5 passende Paare.
gunstig
P = === - S /7 a5 = 0.2
miglich

Visle Aufgaben zur UWahrscheinlichkeitsrechnung srfordern auch
Phantasia. Oaher ist diases Kapitel bei Schilarn nicht sehr
beliebt.
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4. Additionssatz der Wahcscheinlichkeitsrechnung

BEISPIEL

S % der Bolzen haben einen zu grofien Durchmesser,

10 X der Bolzen haben einen zu kleinen Durchmesser.

Ein Bolzen wird zufFallig entnomman.

Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, dap} ein zuFallig
antnommener Bolzen fehlerhaft ist, d.h. einen zu gralen gder
zu kleinen Durchmesser hat?

Losung:

S % + 10 % = 15 % der Balzen haben eiren zu groflen pder zu
kleinen Durchmassar.

Die Wahrscheinlichkeit, dafl ein zufFallig entnommenar Bolzen
einan zu grofien gder zu kleinen Durchmesser hat, betragt
alsao 15 %.

BEISPIEL

10 % der Schraubsn haban ein verschnittanaes Geawinde,

15 % der Schrauben haben einen zu graffen Kopfdurchmasser .
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daf sine zufallig
entnommene Schraube ein verschnittenes Gewinde oder einen zu
grobaen Kopfdurchmesser hat? '

Losung:

15 % aller Schrauben haben einen zu grofaen Kopfdurchmesser,
als auch 15 % der Schrauben mit verschnittenem Gewinde.
Insgesamt haben als 15 % von 10 %, also 0.1 * 0.15 = 0.015 =
1.5 % dar Schrauben einen zu grofien Kapfdurchmesser und ein
verschnittenaes Gewinde. Diese 1.5 % der Schrauben zahlen wir

doppelt, daher miissan wir sie einmal wieder abziehen.
Wir erhalten:

P=15% + 10 % - 1.9 % = 23.5 %

Der Additionssatz fiir einander ausschlieflende Ereignisse

lautat:

Oie Wahrscheinlichkeit, daf A gder B eintritt, wobei A und B
nicht gleichzeitig eintreten kinnen, betrigt:

P(A oder B)Y = PCA) + P(B)

Beachten Sia: :
Dieser Additionssatz kann ohne Schuwierigkeiten auch auf mehr
als @ msinander ausschliefende Ereignisse angewendet 'werden.
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Der allgemeine Additionssatz lautet:

Die Wahrscheinlichkeit, daff A gder B eintritt, betragt:

P(A oder B) = P(A) + P(B) - P(A und B)

Beachtan Sie: .

Fir mehr als 2 Ereignissse wird dieser allgemeine Additions-
satz sahr kompliziert.

Man muBl alle Falle, bei denen 2 Ereignisse gleichzeitig
gintreten, einmal abziehen, hat darn die, bai deren 3
Ereignisse gleichzeitig eintreten, einmal zu oft abgezogen,
muf} sis daher wieder dazuzahlen, hat alle Falle, bei denen 4
Ereignisse eintreten, einmal zu oft dazugezahlt, mufl sie
daher wieder abziehen, usw,

S. Multiplikatignssatz der Wahrscheinlichkeitslehre

BEISPIEL
Wie groB3 ist die Wahrscheinlichkeit, dafl beim Werfen mit
2 Wirfeln beide Wirfel dis Augenzahl 3 zeigen.

Lisung:

Jede Augenzahl des 1. Uirfels kann gameinsam mit jeder Zahl
des 2. UWirfels auftreten. Beim Werfen von 2 Wiirfeln gibt es
daher 6.6 = 36 verschiedene Mdiglichkeiten.

Eine einzige Moglichkeit ist “ginstig”: (3,3)

Daher gilt:
P(1l. Wirfel zeigt 3 und 2. Wirfel zaigt 3)
= 1/36 = 0.028 =~ 2.8 %

BEISPIEL

95 % der Ger&ate haben Abmessungen, die innerhalb der
vorgegebenen Toleranzgrenzen liegen.

892 % dsr Gerate haben Funktionswerte, die inmerhalb der
vorgegebenen Toleranzgrenzen liegsn.

Wie groBl ist die Wahrscheinlichkeit, daff ein zufallig
ausgewéhltes Gerat Abmessungen und Funktlonswerte hat dis
innerhalb der Toleranzgrenzen liegen?

Losung:

892 % aller Geriate haben Funktionswerts innerhalb der
Toleranzgrenzen, also auch 892 % der 95 % Gerate mit
Abmessungen innerhalb der Toleranzgrenzen.

S92 % von 35 % also 0.35 . 0.892 =~ 0.874 = 87.4 % der Gerite
haban Abmessungen und Funktionswerte innerhalb der
Toleranzgrenzen,
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Daher gilt:
P(Abmessungen und Funktionswerte innerhalb der Toleranzl=
0.95 . 0.2 = 0.874% = B7.4 %

Der Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung
lautet:

Die Wahrscheinlichkeit, daff die Ereignisse A und B eintreten,
wobei A und B einander nicht beeinflussen, betragt:

P(A und BY = P(R) , P(B)

Bemerkungen:

1. Die Ereignisse A und B beeinflussen eginander nicht, wenn
das Eintreten von A uweder das Eintreten von B begunstlgt
noch benachteiligt und umgekehrt.

In der Praxis ist diese Uoraussetzung nicht immer leicht
iberprufbar. ]
Es ist zum Beispiel denkbar, dall eine zu kleine Abmessung
des Berats die Funktion beeintrachtigt.

2. Der Multiplikationssatz lafit sich chne Schwierigkeiten auf
mehr als 2 Ereignisse verallgemeinern.

3. Bei der UND-Uerkniipfung von 2 Ereignissen multiplizieren
sich die anahlen der Méglichkeiten und daher auch dise
Wwahrscheinlichkeiten.

BEISPIEL

Bei der Fertigung von Germten treten folgende Anteile von
Geraten mit Fehlern auf: -

5 % der Gerate haben den Fehler A
10 % der Gera&te haben den Fehler B
20 % der Ger&te haben den Fehler C

%

8 % der Geriate haben den Fehler D
Die Fehler beeinflussen einander nicht.
Wis grof ist der Anteil der Gerate, die
a) alle vier Fehler aufueisen?
h) mindestens einen Fehler aufueisen?

Losung:

a) Die Wahrscheinlichkeit, dal ein Ger&t alle vier Fehler,
das heift den Fehler A und B und C und D, aufweist, ist
das Produkt der Wahrscheinlichkeiten Fiir jeweils einen
Fehler.

PCalle vier Fehler) = 0.05 . 0.1 ., 0.2 . 0.08 = 0.00008
= 0.008 %

Das heift etwa 80 von einer Million Geréten haben alle

% Fehler.
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b) Es ist sehr kompliziert, die Wahrscheinlichkeit
auszurechnen, daf ein Gerdt den Fehler A gder B pder C
oder U oder mehrere dieser Fehler aufueist.

Ein Gerat hat genau dann mindestens einen Fehler, wenn es
nicht keinan Fehler aufueist.
Wir berechnen daher zunidchst die Wahrscheinlichkeit, da
ein Gerat keinen Fehler aufuweist, das heifflt nicht den
Fehler A und nicht B und nicht C und nicht D.
P(Gerit hat keginen Fehler) = 0.35 . 0.30 . 0.B0 . 0.82

- 0.629 = 62.9 %.

62.9 % def Gerate haben keimnen der vier Fehler.
Daher haben 37.1 % der Gerite mindestens einen Fshler.

Wir sagen:
Das Ereignis “ein Gerdt hat keinen Fehler” ist komplementar
zum Ereignis "ein Garat hat mindestens einen Fehler”.

ﬂllgemain‘dsfiniaren wir:
Das Ereignis B heifft zum Ereignis A kgmplementar, wenn B
genau dann eintritt, wenn A nicht eintritt.

Es gilt dann auch autocmatisch, daff A komplementar zu B ist.
Wir kénnen daher dann auch sagen, daff A und B komplementice

Ereignisse sind.

BEISPIEL

Ein bestimmtes Bauteil wird mit einem Anteil von 0.1 %
fehlerhaften Teilen geliefert.

In ein Gerat werden 30 dieser Bauteile eingebaut.

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, daP ein Gerat nur
fehlerfreie Bauteileg enthalt?

Lisung: ‘
P(alle Bauteile fFunktionieren) = (0.398%° = (0.374
37,4 % der Gerdte enthalten 30 fehlerfreie Bauteile.

BEISPIEL

Eina Printplatte 2nthialt 1000 Bauteile. Die Wahrscheinlich-
keit, daff nicht alle 1000 Bauteile funktionieren soll
héchstens 2 % betragen.

Wwelche Ausfallswahrscheinlichkeit darf zin einzelnes Bauteil
hichstens habean?

Losung:

Wir bezeichnen diz Wahrscheinlichkeit, daff =2in Bauteil
funktioniert mit P..

Dann gilt:

PCalle Bauteils funrnktioniersn) = P,1292 ya 3,98
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Wir erhalten:
P, = au2w/0.98 - 0.99998

Die Wahrscheinlichkeit, dal ein Bauteil ausfillt, darf daher
héchstens 0.00002 = 20 . 10-+ = 20 ppm sein.

ppm ist die Abkirzung fir parts per _million und ist die z.B.
in der Elektronikindustrie iibliche Einheit Fidr den Anteil
fehlerhafter Einhaitan.

Bamerkung:

Eines der Probleme der Elektronikindustrie ist die grofie
Stiackzahl von in einem Gerdt eingebauten Bauteilen.

Da die Wahrscheinlichkeit, daff alle Bauteiles eines Gerates
Funktionieren relativ klein ist, missen die Gerate redundant
gebaut werden: d.h. nicht alle Bauteile sind fiir den Betrieb
notwendig. Bei Ausfall eines Bauteils iibarnimmt ein anderes
Bautaeil dessen Funktion.

BEISPIEL

In einer Signalanlage sind 3 Glithlampen eingsebaut. Dis
Signalanlage Funktioniert, wenn mindestens aine Gliihlampe
Funktioniert. Jede einzelne Glithlampe iibarlebt das
wWartungsintervall von einem halben Jahr mit 390 Xiger
Wahrscheinlichkeit.

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daf} die Signalanlage
wahrend des ganzen Wartungsintervalls funktioniect?

b) Wie viele Glihlampen miiite man in die Signalanlage
einbauan, damit die Wahrscheinlichkeit, daf die
Signalanlage widhrend des Wartungsintervalls ausfallt
hochstans 10 ppm ist?

Losung:

a) Dia Signalanlage funtioniert, wenn die erste gder die
Gliihlampen Funktionieren.
Wir rechnen daher ainfacher die Wahrscheinlichkeit aus,
dafl die Signalanlags ausfiallt.
Die Signalanlage fallt aus, wenn die erste und die zweite
und die dritte Glithlampe ausFallt,
Wir rechnan daher mit dem Multiplikationssatz.

P(alle drei Gliithlampen fallen aus) =0.1™ = 0.001 = 0.1 %

Die wWahrscheinlichkeit, dall die Signalanlage wiahrend des
ganzen Wartungsintervalls Funktioniert,betragt daher 939.3%
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b) Wir bezeichnen die Anzahl der Glithlampen mit n.
Die wWahrscheinlichkeit, dall alle n Glihlampen ausfallen,
batrigt 0.1 und soll kleiner als 10 ppm sein.

Wir erhalten die Exponantialungleichung:

0.1~ <= 0.,00001 ..

Wir srkannaen sofort, dafl diese Ungleichung fir n >= S
arfillt ist.

Man mufl daher mxndestens S Glihlampen in diea Signalanlage
ainbauen.

BEISPIEL

Bai der 100 % Priifung werden 15 % der Fehler iibecsehen.
Daher wird die Priifung ein 2. Mal durchgefihrt.

Wieder warden 15 % dar noch verhandenen Fehler iibersshan.
wxa gro} ist die wahrscheinlichkait dap ain Fehler sawahl

wird?

Losung:
P(Fehler wird bei der 1. und bei der 2. Priafung iibersshen) =
0.15 . 0.15 = 0.0225 - 2.285 .

BEISPIEL

Bei Jeder Prifung werden S % der Fehler iibersahen.

Wie oft mufl die PrifFung durchgefiihrt werden, damit die
wWahrschainlichkeit, daf ein Fehlar bei allen Prufungen
ibesrsehen wird, héchstens 0.001 % betriagt?

Lisung:

Wir bezeichnen die Anzahl der Priifungen mit m.

Die Wahrscheinlichkeit, daRf ein Fehler bei der 1. und
bei der 2. ... und bei der m-ten Priiffung iibersehen wird,
batrigt O. OSm

Wir erhalten die Exponentialgleichung:
0.05" <= 0.00001 ‘

m . 1In(0.05) <= 1n(0,.00001)

m >= 1n(0.00001)/1n(0.05>

m >= 3.8%4

rMan muBl die Prifung mindesten viermal durchfiihren.
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Wahrscheinlichkeitsverte: lung

BEISPIEL

Eine Packung von 20 Teilen enthalt vier fehlerhafte Teile.
Aus. dieser Packungen werden S Teile willkiirlich entnommen.
Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, dal man dabei

a) kein h

b) gernau 1 g) hochstens 1
c) genau 2 h) héchstens 2
d) genau 3 i) hochstens 3
gl genau 4 J) héchstens 4
£) genau S k) hochstens 5

fehlerhafta Teile antnimmt.

Ldsung:
Folgende Bezeichnungen sind i(blich:
N ... Unfang der Grundgesamtheit

d ... Anzahl der fehlerhaften Einheiten in der
Grundgesamtheit

n ... Stichprobenumfang

x ... Anzahl der fehlerhaften Einheiten in der Stichprobe

N, d und n sind bekannte Parameter.
X ist eine Zufallsvariable, das ist eine Variable, bei der es
vam Z2ufall abhangt, welchen Wert sie annimmt.

In unserem Beispiel gilt:
N = 20

d =4

n=5

a) Besucht ist die Wahrscheinlichkeit, daf x, die Anzahl der
fehlerhaften Einheiten in der Stichprobe, 0 ist, d.h. die

1. und die 2. und die 3. und die 4. und die 5. entnommene
Einheit fehlerfrei ist.

Da von den 20 Einheiten 16 Einheiten fehlerfrei sind

(% Einheitan sind fehlerhaft), betrigt die Wahrscheinlich-
keit, dafl die erste entnommene Einheit fehlerhaft ist,
16/20.

Nach der Entnahme der ersten fehlerfreien Einheit sind nur
noch 18 Einheiten in der Grundgesamtheit, von denen 1S
Fehlerfrei sind.

Die Wahrscheinlichkeit, daf die erste und die zuweite
entnommene Einheit fehlerfrei ist, betrigt daher

16720 . 157183

Wir erhalten durch analoge Uberlegungen:
P(x=0) = 16720 . 15/18 . 14/18 . 13/17 . 12/16 = 0.P817
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b) Die Wahrscheinlichkeit, daff die srsta entnommene Einheit
fehlerhaft und die 2. und 3. und 4. und S. Einheit
Fahlerfrei ist, betréagt
P(1. Einheit fshlerhaft, ibrige Einheiten fshlerhaft) =
w/20 . 16718 . 15718 , 14/17 . 13716 = 0.0833

Gesucht ist jedoch die Wahrscheinlichkeit, daB die 1. oder

die 2. gder die 3. pder die 4. pder die S. Einheit
fehlerhaft ist und Jeweils die anderen fehlerfrei.

P(2. Einheit fehlerhaft, dbrige Einheiten fehlerfrei) =
16720 . 4719 . 18718 . 14/17 , 13716 = 0.0833

Cbwochl die zweite Wahrscheinlichkeit durch die NMultipli-
kation anderer Briche entstanden ist wie die erste, sind
natiurlich beide Wahrscheinlichkeiten gleich grofi.

Ingesamt gibt es S verschiedene Miéglichkeiten, daf genau
aine Einheit Fehlerhaft und die ibrigen fehlerfrei sind.

Xo0Q0oao
oXooa
00X 00
ooo0Xa0o
ao0oo00X

Die 5 entsprechenden Wahrscheinlichkeiten sind gleich
groff, namlich 0.0338.

Daher arhalten wir:
P(x=1) = 5§ , 0.0933 = 0.4B53S5

c) Wir miissen zunachst ahzahlen, wie viele Mdglichkeiten es
gibt, zwei fehlerhafte Einheiten ‘unter 35 Einheitsn

anzuordnen:

X X000 0 X X020 g agX X0 000X X
XDX00 0XO0OXD 00X0Xx

X00XO0 0gX0o0noX

X000aKX

Es gibt also 10 Méglichkeiten, die 2 fehlerhaften
Einheiten unter den S Einheiten anzuordnen.

Daher erhalten wir: :
P(x=2) = 10 ., 4/20 . 3719 . 16718 , 15717 . 14716 = 0.2187

d) Wie viele Méglichkeiten gibt 25 3 fehlerhafte Einheiten
unter 5 Einheiten anzucrdnen? :
Aus der Skizze in c) ist ersichtlich, daf =2s wieder 10
Moéglichkeiten gibt: Wir missen nur die Interpretation vaon
0 und X vertauschen,




a)

£)
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Dahaer erhalten wir:
P(x=3) = 10 ., 4/20 . 3/19 . 2718 . 16/17 . 15/16 = 0.0310

Es gibt S Méglichkeiten, 4 fehlerhafte Einheiten unter
5 Einheiten anzuordnan: Die erste oder die 2. oder die 3.

gder die 4. gder die S. Einheit kann fehlerhaft sein.

Wir arhaltan:
P(x=4) = § , 4/20 . 3719 ., 2/18 . 1717 . 16716 = 0.0010

Da insgesamt nur 4 fehlerhafte Einheiten in der Packung
sind, kiénnen unmiéglich alle S Einhsiten der Stichprobe
fehlerhaft sain.

Daher gilt: P(x=S) = O

Bemarkungan:
1. Die Entnahme der Einhaiten erfolgt - wie in der Praxis so
gut wie immer - nach dem Prinzip des "Zishens ohne

Zurucklsegen”.
Dadurch verandert sich die Zusammansetzung der Gound-
gesamtheit wahrend der Stichprobenentnahme.

Wir arkennen, daf die Wahrscheinlichkeit, genau  x
Fehlerhafte Einheiten in der Stichprobe zu finden, eine
Funktion von x ist. Wir nennen diese Funktion
Wahrscheinlichkeitsfunktion und bezeichnen sie mit g.

g¢xJ) ist die Wahrscheinlichkeit, in einer Stichprobe genau
x fFehlerhafte Einheiten zu finden.

Fir unser Beispiel gilt:
g(0) = 0.2817

g(l) = 0.4636
g(a) = 0.2167
g(3> = 0.0310
g(4) = 0.,0010
g(s) = O
Interpretation:

Wenn wir versuchsweise immer wieder S Einheiten der
Packung entnehmen, die Stichprobe auswerten, zuriicklegen
und danach die nachsten 5 Einheiten entnehmaen, werden
atwa @8 % dissser Stichproben keinae, 47 % genau 1,

22 % genay 2, 3 % genau 3 und 0.1 % genau 4 fehlarhafte
Einhaiten anthalten.

Wir konnan die Wahrscheinlichkeitsfunktion in einem
Stabdiagramm darstellen.
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a(x) b in %

Wir erhalten:

30 }

10 I

1 . ——

Interpretation: 0 1 2 3 4 5 6 2 8
Die Gesamtwahrscheinlichkeit (= Summe der Stabhbhen) von 1
varteilt sich auf die einzelrnen x-Werte.

Wir sprechen daher van einer ”Wahrscheinlichkeits=—
verteilung”.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung stellt die Prognose

ainer Haufigkegitsverteilung dar:

wann wir tatsachlich sehr viele Stichproben wie chen
beschrigben entniahmen und auswerteten, erhielten wir eine
Haufigkeitsverteilung, die etwa der oben dargestellten
Wahrscheinlichkeitsverteilung entsprache.

Wir wollen nun die Fragen gJ) bis k) lésen:

g) "hochstens 1 fFehlerhafte Einheit” bedeutet "0 oder 1
fehlerhafte Einheit”.

Dahar srhalten wir:
P(x<=1) = P(x=0) + P(x=1) = g(0) + g(l) = 0.2817 + 0.46396
= 0.7513 = 75.13 =%

h) P(x<=@) = g(0) + g(1) + g(2) = 0.2817 + 0.4686 + 0.2167
- 0.868B0 = 36.8 %

i) P(x<=3) = g(0) + g(1) + g(a2) + g(I
- 0.2817 + 0.4686 + 0.2167 + 0.0310
= 00,9830 = 3893.3 %

J) Plx<=4) = 0.2817 + 0.4686 + 0.2167 + 0.0310 + 0.0010
- 1 = 100 %
Das heiflt, daff alle miglichen Stichprobesn héchstens 4
fehlerhafte Einheiten (gs gibt ja nur % fehlerhafte
Einheiten in der Grundgesamtheit) enthalten.

h) Wenn allas méglichen Stichproben hichstens 4 fehlerhafte
Einheiten enthalten, esnthalten klarerweise auch alle
méglichen Stichproben hochstens 5 fehlerhafte Einheiten.

Daher gilt:
Plx<=S) = ]

o

x
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Bemerkungen:

1.

Fur die Praxis ist die Frage nach der maximalen Anzahl
fehlerhafter Einheiten in einer Stichprobe oft von
entscheidender Bedeutung; z.B. bei der Frage, ob eine
Lieferung den Anforderungen entspricht oder der Frage, ob
die Fertigung sich verschlechtert hat.

Wir erkennen, dafl auch die Wahrscheinlichkeit, 1in einer
Stichprobe héchstens x fehlerhafte Einheiten zu finden,

mine Funktion von x ist. Diese Funktion heifit Vecteilungs-

funktion und wird mit G bezeichnet.
G(x) ist die Wahrscheinlichkeit, in einer Stichprobe
héchstens x fehlerhafte Einheiten zu finden.

Fir unser Beispiel gilt:
G(oY = 0.2817
G(1l) = 0.7513

G(2>) = 0.3680
G(3) = 0.8880
G(4) = 1

G(s) =1
Interpretation:

Wenn wir versuchsuweise immer wieder 5 Einheiten der

Packung entnehmen, die Stichprobe auswerten, zuricklegen

und danach die nachsten S Einhgiten entnehmen, werden stwa

28 % diesser Stichproben hiéchstens 0, 75 % hoghstens 1,

97 % hichstens 2, 99.9 % hiéchstens 3 und alle hichstens 4
fehlerhafte Einheiten enthalten.

Wir konnen auch G(x) in einem Stabdiagramm darstellen.

G(x)l’ in %
m 4

80 +

50 43—

30 }

10 t
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Beachten Sie:
Dem Addieren der Funktionswerte g(x) entspricht das
ubereinandertirmen dar St&abe der Wahrscheinlichkeitsfunktion.

7 Hupergeometrische VUerteilung

Wir konnten die Funktionswerte der Wahrscheinlichkeits-
funktion durch systematisches Auflisten und Abzahlen der
Méglichkeiten mit Hilfe des Multiplikationssatzes und des
Additionssatzes der Wahrscheinlichkeitsrechnung berechnen.

Oieser Vargang ist jedoch sehr aufwendig, besaonders wenn die
Losgrofe und der Stichprobenumfang groff sind.

Wir suchen daher nach siner systematischen Methode zur
Berachnung von g(x).

Oie Anzahl der Moglichkeiten, aus,giner Menge van r Elementsn
r
k Elemante auszuwahlen betrégt(k} .
T
(k) heiflt Binomialkoeffizient.

Wenn wir ein Los von N Elementen mit d Fehlerhaften
betrachten und daraus eine Stichprobe von n Einheiten
entnshmen, die x fehlerhafte Einheiten enthalten soll, so
gibt es

d

(x) Mdéglichkeiten, aus den d fehlerhaften Einheiten der
Grundgesamtheit x fehlerhafte Einheiten auszuwihlen, die in
die Stichprobe gelangen
und

iy

n-xjMéglichkeiten, aus den N-d fehlerfreien Einheiten der
Grundgesamtheit n-x fehlerfreie Einheiten auszuwahlen, die in
die Stichprobe gelangen.

Jede der Méglichkeiten, x fehlerhafte Einheiten aus den d
Fahlerhaften Einheiten der Grundgesamtheit auszuwdhlean,
argibt mit jeder der Méglichkesiten, n-x fehlarfrei=2 Einkeiten
aus dsn N-d fshlerfreien Einheiten der Grundgesamtheit
auszuwahlen, eine noiglichkeit, aus den N Elementen der
Grundgesamtheait =2ine Stichprobe von n Einheitan auszuwahlen,
di2 genau x fzhlarhafte Einheiten znthalt.

d N-g
Daher gibt es (x) . (n~x "ginstigs Méglichkeiten”.

N
Insgesamt gibt =s (n) Méglichkeiten, aus den N Einheiten der
Grundgesamtheit n Einheiten der Stichprobe auszuwihlen.
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Wir acrhaltan:

d N~-d
gunstig (x n-x

g(x) - e ———— e e e o

Das ist dis Formel der Hypargeaometrischen Verteilung.

N, d und n sind die Pgramater dsr Hypsryesometrischen
Vartaeilung.

x ist eine Zufallsvariable.

Mit dieser Farmel konnen wir voraussagen, wieviel Prozent der
moglichen Stichproben gsnau x fehlerhafte Einhsiten
enthalten.

Es gilt:
G(O) = g(®)
G(x) = g(0) + gCl) + ... + glx) = g(id

Wir srhalten also die Wahrscheinlichkeit, in einer Stichprobe
héchstens x fFehlerhafte Einheiten zu finden, durch
Aufsummieran der Werte der Wahrscheinlichkeitsfunktion g(x).

Fir die Gultigkeit der Formel der Hypergeometrischen
Verteilung missen wir nur voraussetzen, daff die Stichprobe
zufidllig entnommen wurde:

Die Wahrscheinlichkeit, daf eine Einheit in die Stichprobe
gelangt, muR Fir alle Einheiten der Grundgesamtheit gleich
grof3 sein.

Markragel:
SCHLECHT GUT
schlecht| o« gut

GRUNDGESAMTHEIT
Stichprobe

BEISPIEL

Eine SOer-Packung enthalt 5 fehlerhafte Einheiten.
Diesar Packung wird eine Stichprobae von S5 Einheiten
antnammen.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB die Stichprobe
a) kein fahlerhaftes Stiick

b) mindestens ein fehlerhaftes Stiick

c) weniger als zwei fFehlerhafte Stiicke

anthalt?
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Losung:
N = S0
d= 5
n= 5 (s 45
°)- s 1 . 1221759
a) P(x=0) = g(0) = -—-=—---- - - - 0.5766 = 57.66 %
(50 2118760
5

b) P(x>=1) = 1 ~ P(x<1) = 1 - g(0) = 1 - 00,5766
- 0,.423% = 42,34 %

: il 2 X
c) P(x<2) ; P(:;-l) = G(1) = g(O) + g(1) gl0)  Plxsl)
(1\,( &) S . 148935
gCl) = —————-—- e = 0.3516 —rtr—rtr
so} 2118760 g i1l 2 3 X
S Plx<2)

P(x<2) = 0.5766 + 00,3516 = 0,9282 - 82.82 %

BEISPIEL

Uon B gefertigten Printplatten sind 4 fehlerhaft.

S Printplattaen werden zufidllig entnomman.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daff keine, bzw. eine,
bzw. zZwei, ... bzw. alle finf Printplatten fehlerhaft sind?

Lésung:
N =28
d -4
n=95

Es gibt nur 8 - 4 = 4 fehlarfreie Pr}ntplatten. Die
Wahrscheinlichkeit, daf keine der fiinf Printplatten
fehlerhaft ist, betrigt daher O.

P(x=0) = g(0) = O

P(x=1) = g(1) = 0.0714%
P(x=2) = g(2) =~ 0.4286
P(x=3) = g(3) = 0.4286
P(x=4) = g(4) = 0.071%

Es gibt nur 4 fehlerhafte Printplatten. Die Wahrscheinlich-
keit, dafl alla fFinf Printplatten fehlerhaft sind, bhetragt
daher O.

P(x=5) = g(5) = O

Beachten Sie:

Da die Halfte der 8 Printplatten fehlerhaft und die ardere
HAilfte fehlerfrei ist, ist in diesem speEziellen Fall dia
Hypargeaometrische Vertzilung symmetrisch,
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BEISPIEL

Ein Los mit p = 10 % fehlerhaften Einheiten enth&alt

B0 Einheiten.

Wwie grof ist die wahrscheinlichkeit, in einer Stichprobe van
18 Stiucken

a) kein fehlerhaftes Stick

b) genau ein fehlerhaftes Stick

c) mehr als ein fehlerhaftes Stick

d) mindestens ein fehlerhaftes Stuck

zu finden?

Losung:
N - BO
d=-10%von 80 =80 .0.1 - 8
n = 15

a) P(x=0) = g(0) = 0.1741 = 17.41 &
b) P(x=1) = g(1) = 0.3603 = 36.03 X%
c) P(x>1) = 1 - P(x<=1) =1 - G(1) = 1 - (g(0) + g(li) =
- 1 - 0.1741 - 0.3603 = 0.4E56 = 46.5B %
d) PCx>=1) = 1 - P(x<1) = 1 - g(03 = 1 - 0.1741
- 0.B258 = B2.59 %

B. incm:alverteilun

Eei der Hypergeometrischen Uerteilung haben wir
periucksichtigt, caP sich die Zusammensetzung des lLcses
wihrend cder Stichprobenentnahme andert. (Ziehen ghne
2uricklegen).

Wirden wir vor der Entnahme des 2. Teiles das 1. geprifte
Teil in die Grundgesamtheit zuricklegen usw., SO bliebe der
anteil fehlerhafter Einheiten in der Grundgesamtheit wahrend
der Stichprorenentnahme konstant. (Zighen mit 2uricklegen)

Fir die Praxis ist es jedcch undenkbar, dafi ein gefundenes
Fehlerhaftes Teil :in die Grundgesamtheit zuriickgelegt wircd.
Bei zerstérender Prifung .st 2s sogar unméglich.

Wenn wir alle-dings ein crofes Los haben und deraus gine
relativ kleine Stichprose entnehmen, so kinnen wir die
Ueranderung der Grundgesamtheit durch die Stichprobenentrnahme
vernachlassigen.

Es spielt zum EBeisgpiel fast leine ?Polle. ob von 10000 Teilen
100 Tesle fehlerhaft sind cder von 9888 Teilen 100 Teile oder
von 9598 Teilen 89 Teile fehlerhaft sind.

Der Anteil fehlerhafter Einheiten ist in allen 3 Fillen
ungefahr 0,01 oder 1 %.
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Dis Wahrscheinlichkeit, daff ein entnommenes Teil fshlerhaft
ist, betragt daher immer 0.0l oder 1 %. Wir miissen nicht
bericksichtigen, ob varher bereits Teile sntnommen wurden und
ob diese fehlerhaft oder fehlerfrei waren,

Wir.bezeichnen den Anteil fFehlerhafter Einheiten in der
Grundgesamtheit mit p.

Es gilt: p=d /N

q ist der nnteil fehlerfreier Einheiten in der
Grundgesamtheit.

Es gilt: g =1 - p

Die Wahrscheinlichkeit, daf eine entnommene Einheit
fFehlerhaft ist, betragt demnach p; die Wahrscheinlichkeit,
dal sie fehlerfrei ist, betrégt q.

BEISPIEL r

Ein Los von 10000 Einheiten enth&alt etwa 100 fehlerhafte
Einhaiten.

Aus diesem Los werden 20 Einheiten gepriift.

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, daf die Stichprobe
al) keins

b) genau 1 e) hichstens 1

c) genau & £) hichstens 2

d) genau 3 g) hichstens 3
fFehlerhafte Einheit enthalt?

Lisung:

N = 10000 . _

d=- 100 p~d/ N= 100 / 10000 - 0.01
n=- 20 oL

a) Die Stichprobe enthdlt genau dann keine fehlerhafte
Einheit, wenn die 1. wund die 2. uynd ... und die 20.
Einheit fehlerfrei ist.

Die Wahrscheinlichkeit, dafl eine entnommens Einheit
fehlerfrei ist, betrégt g = 0.93.

Mit Hilfe des Multiplikationssatzes der
Wahrscheinlichkeitsrechnung erhalten wir:

P(x=0) = g~ = 0.98=" = 0.8197 = B1.37 %

bh) Die Wahrscheinlichkeit, daf die erste entnommene Einheit
fehlerhaft ist und die iibrigen 19 Einheiten der Stichprobe
fehlerfrei sind, betragt:
P(1. fehlerhaft und die ibrigen fehlerfrei) = p . Q% =
C.01 . 0.39** -« (0,0083
Es kann Jjedoch auch die 2. pder die 3. gder ... oder die
20. Einheit der Stichprobe fehlerhaft und Jjeweils die
itbrigen fehlerfrei sein.
Die wahrscheinlichkeiten sind gleich grof und betragen
Jeueils 0.00B3.




c)

dd

)

£3

g)

- 181 -

Daher erhalten wir mit dem padditionssatz der
Wahrscheinlichkeitsrechnung:
P(x=1) = g(1) = 20 . 0.008B3 = 0.,1852 = 16.52 %

Rllgemein gilt:
g¢l) = n . p . qr—?

Die Wahrscheinlichkeit, dafl die ersten beiden Einheiten
der Stichprobe fehlerhaft und die ibrigen Einheiten der
Stichprobe fehlerfrel sind betragt: )
P(1.unc2. Einheit fehlerhaft, ibrige Einbeiten fehlerfrei)
w p= , g~~2 = 0.01= ., 0.29°°® = 0.0000835

Es konnen jedoch auch die 1. und die 3. ... 2der die 1.
und di:e 20. oder die 2. und die 3. ... pder die 2. und die
20. ... =der die 19. und die 20. Einheit fehlerhaft und
jeueils die Ubrigen Einheiten fehlerfrei sein.

_ 20}
Es gibt insgesamt ( = Méglichkeiten, die 2 fehlerhaften
Einheiten in einer Stichprobe des Umfangs 20 anzucrdnen.

Daher erhalten wir:
20
P(x=2) = g(2) = ( E) 0.0000835 = 0.0158 = 1.88 %
Allgemein gilt:
n
gel = (E) . PT . gn7=

20
Es gibt ( 3) Méglichkeiten, 3 fehlerhafte Einheiten in
einer Stichprobe von 20 Einheiten anzucrdnen.
Daher erhalten wir:

(%3) ‘ -

P(x=3) = g(3) = 3 0.C1™ . 0.99*" = 0.0010 = 0.1 %
Algemein gilt:

n
g(3) = (3) . p™ . g7

Die Stichprobe enthalt genau dann héchstens 1 fehlerhafte
Einheit, wenn sie keine gder genau 1 fehlerhafte Einheit
anthélt., :
Mit dem Additionssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung
erhalten wir: ’ .
P(x<=1) = G(1) = g(0) + g(1) = 0.B173 + 0.1652

- 0.9831 - SB.31 %

P(x<=2) = G(2) = g(0) + g(ly + g(ad) =
0.8179 + 0.1E52 + 0.0153 =~ 0.9330 = 28.8 %

P(x<=3) = G(3) = g(C) + g1y + g(2) + g(3) =
0.8179 + 0.1E52 + 0.0159 + 0.0C010 = 1 = 100 %
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Wir haben damit dias Wahrscheinlichkeitsfunkticon und die
Usrteilungsfunktion berechnet. Wir kinnen sie wiederum als
Stabhdiagramme darstellan.

g(x} § 1n % G(x) } in %
100 | el |
90 90
80 1 80
20 | 70
60 1 60
50 50
. m 'm
30 30
20 20
10 10
| s P -
o 1 2 3 4 x 0 2 4 4 X
Oie allgemeine Formel der Binomialverteilung lautet:
n
gix) = (x_ N <A - (ahase
Merkregel:

(St ichprube)
g{x) = \schlecht SCHLECHT w=ri®ent | GlTevs

Beachten Sie:

Die Binomialverteilung ist durch nur 2 Parameter, namlich p
und n bestimmt.

Man kann sie daher leichter berechnen und tabellieren.

In der Praxis existieren genormte Stichprobenumfinga
(n=-2, 3, 5, 8, 13, 20, 32, 50, B0, 125, 200, 315, 500),
die bevorzugt verwendet werden,

In vielen Tabellenuerke (z.B., SCHARF : Funktionen- und
Zahlentafeln fiir den Mathematikunterricht, 14. Auflage
erschienen im R.0Oldenbourg Verlag, Wien 1887) findet man
Tabellen der Binomialverteilung fiir diese genormten -
Stichprobenumfiange fir einige werte von p.
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Die Binmomialverteilung darf immer dann als Naherung fur die
Hypergecmetrische Verteilung verwendet werden, wenn sich die
2usammensetzung der Grundgesamtheit durch die Stichproben-
entnahme - praktsich - nicht andert.

Fir die Praxis g:lt die Faustregel:
groffies Los: N >= S0
und relativ kleine Stichprobe: n <= N/10

Beachten Sie:

in den meisten Tabellen ist die Verteilungsfunktion G(x)
tabelliert, also die Wahrscheinlichkeit, in der Stichprobe
hichstens x fehlerhafte Einheiten zu finden.

Alle anderen Fragestellungen missen wir mit Hilfe des
Additionssatzes und komplementsrer Ereignisse auf G(x)
zurickfahren.,

Es gilt: g(C> = BG(OY und
g(x) = B(x) = BG(x~1)

Bei der Berechnung verwenden wir die Formel von der
Wahrscheinlichkeitsfunkt:on g(x), alsc der Wahrscheinlichkeit
in der Stichprobe genau x fehlerhafte Einheiten zu finden.
Alle anderen Fragestellungen missen wir wiederum mit Hilfe
des Additipnssatzes und komplementarer Ereignisse aus g(x3J
zuriuckfuhren.

Es gilt: GCO) = g(O0) und . <
G(x) = g(0) + g(1) + + g(x) = Z; g(i)
1=0
BEISPIEL
Die Tagesfertigung eines Massenartikels enthalt B8 %
fehlerhafte Teile.
Wie groff ist die Wahrscheinlichkeit, in einer Stichprobe von
80 Teilen
a) genau 3
b) héchstens 3 d) mindestens 3
c) weniger als 3 g) mehr als 3
fenlerhafte Teile zu finden?

Losung:

Da von einem “Massenartikel” die Rede ist, dirfen wir
annehmen, daff die Grundgesamtheit mindestens zehnmal so grofl
wie die Stichprobe ist, also mindestens 800 Teile enthal
Daher durfen wir die Binomialverteilung verwenden.

p = 0.08
n = BO

a) P(x=g) = g(2) = GC2Y - G(1) = 0.0303 = 3.03 =
1 1
o 11203 «x

-G Pl
Gl
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B) P(x<=2) = G(2) = g(0) + g(l) + g(2) = 0.0404 = 1.04 %
g @3 o«
Pixsd) =G(2)
) P(x<2) = G(1) = g(0) + g(1) = 0.0101 = 1,01 %
0 ! 2 3 x
er———————
Pix<2)=G(1)

d) PCx>=2) = 1 - G(1) = 1 - (g(O) + g(1)) = 1 - 0.0101 =
0.9899 =.9B.39 %

0 132 2 «x

G(1) Plxz2

8) P(x>2) = 1 - G(2) = 1 - (g(0) +# g(l) + g(2l)) = 1 - 0.040%
- 0.9586 = 895.96 X%

0 1 2 E J x
G(2) P(x>2)

Interpretation:

Wenn wir von diesem Massenarteikel sehr viele Stichproben vom
Umfang 80 entnehmen, so werden etwa 3.03 % der Stichpraben
genau 2 fehlerhafte Einheiten enthalten, etwa 4.04% % werden
héchstens 2, also keine, eine ocder zwei fehlerhafte Einheiten
enthalten, 1.01 % werden weniger als 2, namlich keine oder
gina fehlerhafte Einheit enthalten, 88.388 % werden mindestenrs
2, also 2 oder mehr fehlerhafte Einheiten enthalten, von
diesen enthalten 95.396 % mehr als 2 fehlerhafte Einheiten.

BEISPIEL

Es ist bekannt, dall bei der Produktipn von 40 000 Teilen etwa
B0O0 fehlerhafte Teile entstehen.

Eines Packung enthidlt 200 Sticke.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daf diese Packung mehr
als 3 feshlerhafte Teile enthalt?

Losung:

Der Losumfang ist scwohl grdfer als S0 als auch grifier als
das Zehnfache des Stichprobenumfangs. Daher dirfen wir mit
der Binamialverteilung rechnean.

p=d/N=800 /7 40000 = 0.02
Die Packung entspricht der Stichprobs.,
n = 200

P(x>3) = 1 - G(3) = 1 - (g0 + gCl1) + g(2) + g(3I»
- 1 - 0.4315 - 0.S685 = S6.8S %

Interpretation:

Etwa 56.85 % der 200 Stiick-Packungen dieses Massenartikels
enthalten mehr als 3 fehlerhafte Einheiten.
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Beachten Sie:

Fur die Entscheidung, ©b die Hypergeometrische Verteilung
oder die Binomialverteilung verwendet uwerden soll, i1st nicht
ausschlaggebend, welche Parameter gegeben sind, sondern nur,
ob die Naherungsbedingungen erfullt sind.

BEISPIEL

Es wurde berechnet, dal nach S Jahren 20 % der Geréate
ausgefallen sein werden.® .

£in Abnehmer bezieht 20 Gerate.

Wie groRf ist die wahrscheinlichkeit, daBf nach g Jahrern noch
mindestens 18 Gerate funktionieren?

Losung:
Die ausgefallenen Cerate sind fehlerhaft.
Daher gilt: p = 0.2
n =20
wenn mindestens 18 von 20 Geraten funktionieren sollen,
dirfen héchstens 2 Geréate ausfallen.
Wir rechnen:
P(x<=2) = G(2) = 0.206 = 20.6 %

Die Wahrscheinlichkeit, daR nach g Jahren noch mindestens 18
von 20 Geraten funktionieren werden, betrigt 20.B %.

BEISPIEL ‘

Ein Samen ist im Rittel zu S88.5 % keimfahig.

Wig grof ist die Wahrscheinlichkeit, caBf von 1000 ausgesaten
Samen mindestens 985 keimfahig sind?

Losung: :

0.5 % der Samen sind nicht keimfahig, also "fehlerhaft”.
Daher: p = 0.00S -

Die 1000 ausgesiten Samen sind die Stichprobe.

Baher: n = 1000

wenn mindestens 995 von 1000 Samen keimféahig sein spllen, so
dirfen hochstens S Samen nicht keimfdhig sein.

P(x<=5) = G(S) = g(0) + g(1) + g(2) + g(3) + g(4) + g(5) =
0.6160 = E1.8 %

BEISPIEL

Ein Prifungsbogen enthalt 10 Fragen. Zu jeder Frage gibt es
vier moégliche Antworten, von denen genau eine richtig ist.
Fin Xandidat wihlt die Antworten willkirlich aus.

Wie groff ist die Wahrscheinlichkeit, daff er mindestens die
Hilfte der Fragen richtig beantuwortet hat? »

* Derart.ge Berechnungan hat die Verfasserin in “Anuwendung
der Exponentialfunktion in der 2uverlassigkeitsprifung” im
Jahreskband 1886 der csterreichischen Mathematischen
Ceselisczheft veroffent].cht.




- 186 -

Lasung:

Auch hier liegt eine binomialverteilte Z2ufallsvariable,
namlich die Anzahl der richtigen (oder die der falschen)
Antworten, vor.

Es gilt: p = 374 = 0.75

(3 von 4 moglichen Anuworten sind "fehlerhaft”.)
"mindestens die H3lfte der Fragen richtig” heiffit, daf
héchstens S Fragen falsch beantwortet sein dirfen.

P(x<=5) = G(S) = g(0) + g(l1) + g(2 + g(38 + g(4) + g(5) =
0.0781 = 7.B1 %

Interpretation:

Wenn sshr viele Schiller diese Prifung willkirlich losen, so
werden von diesen Schiilern nur etwa 8 % , also etwa 1 von 13
Schillern mindestens die Halfte der Fragen richtig

heantworten.

Eine sehr wichtige Anwendung der Binomialverteilung in der
Routinearbeit der Qualitatssicherung ist die
Annahmestichprobenprifung.

a. Annahmestichprobenprifung

Mit Hilfe der Annahmestichprobenpriifung soll entschieden
werden, ob ein Los die gewinschte Qualitat aufuweist.

Sie wird hauptsachlich bei der Wareneingangsprifung und bei
der Warenendprifung veruwendet.

Ein Lieferant weiBl z.B., dafl seine Fertigung etwa 1 %
fehlerhafte Teile enthialt. Es wirde erhebliche Kosten
verursachen, wollte er die fehlerhaften Teile aussortieren,

Der Abnehmer ist bereit, diese lLaosqualitat zu akzeptieren,
behilt sich aber vor, alle wéhrend der Stichprobenprifung
odar uwahrend der Fertigung gefundenen fehlerhaften Teile zu
reklamieren. ‘

Er winscht Jjedoch einen Schutz gegen Lose mit einem grifieren
Anteil fshlerhafter Einheiten, weil sonst das Aussortieren
der Fehlerhaften Teile in der Fertigung eine zu grofie
Zeitverzigerung darstellt.

Mit Hilfe einer Stichprobhenpriifung soll entschieden werden,
ob das angelieferten Los die Anforderung erfiillt oder nicht,
ob das Los angenommen werden kann oder zurickgewiesen werden
muf’.
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Bei der Einfachstichprobenanuweisung wird der Stichproben-
umfang vereinbart. 2usatzl:ch gibt man an, wie viele

fFehlerhafte Einheiten, in der Stichprobe maximal gefunden
werden durfen, dam:t das lLos noch angenommen werden kann.

Die Stichpreocbenanweisung 50 - 1 bedeutet, dafl man 50 Teils
prifen muf. Findet man dabei hochstens 1 fenhlerhafte Einheit,
so wird das Los angsnommen, ansonsten wird es zuruckgewiesen.

Die allgemeine Form ist n - C.
n heift Stichprobenumfang und c ist die Annahmezahl.

Es hangt nicht nur von der lLosgualitat, sondern auch vom
2ufall ab, wie v:ele fehlerhafte Teile man in der Stichprobe
findet.

Daher hangt es auch vom 2ufall ab, ob ein Los angenommen oder
zurickgewiesen wird. Je besser die Losgqualitat ist, desto
grofer ist die wahrscheinlichkeit, daff dieses lLos anganommen
wird.

Mit Hilfe der Binomialverteilung kann die
Annahmewahrscheinlichkeit P., d.h. die Wahrscheinlichkeit,
héchstens ¢ fehlerhafte Einheiten zu finden, in Abhangigkeit
vom Anteil der fehlerhaften Einheiten im lLos und der
Stichprobenanuweisung berechnet werden.

Es gilt: P. = G(c) ‘

Dabei ist G die Verteilungsfunktion der Binomialverteilung
mit den Parametern p, dem Anteil der fehlerhaften Einheiten
im Los, und n, dem verainbarten Stichprobenumfang.

Die Annahmestichprobenprifung ist nicht sehr gut geeignet zur
Beurteilung einzelner lLose. Besteht jedoch eine
lingerfristige Handelsbeziehung zZwischen Herstellsr und
Abnehmer, so sind sie ein geeignetes Werkzeug.

Der HKersteller wird im eigenen Interesse duferst bemiht sein,
nur solche Lose zw liefern, Zeren Qualitat dem vereinbarten
Niveau entspricht, da sonst ein erheblicher Anteil seiner
Lose nicht angencmmen wirde.

Die Stichprobenprifung ist daher nur eine Praventivmalnahme
gegen einzelne schlechte Lese. Der Abnehmer darf begrindet
vertrauen, daff so gut wie alle Lose den vereinbarten
Bedingungen entsprechen.

Mit Hilfe der Statistik kann das mit der Annahmestichproben-
prufung verbundene Risiko kalkuliert werden. Mittels der
Einomialverteilung kann man die Annahmewahrscheinlichkeit
P., d.h. die uwahrscheinlichkeit, hochstens ¢ fehlerhafte
Einheiten zu finden, in Abhangigkeit vom Anteil der

fFehlerhaf-en Einheiten :m Los und der Stichprobenanweisung
berechren.
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Die Operationscharakteristik ist die graphische Darstellung
der Annahmewahrscheinlichkeit P. in Abhangigkeit vom Anteil
p fahlerhafter Einheiten im Los.

BEISPIEL
Bestimmen Sie die Operationscharakgeristik der Stichproben—

anweisung 50 - 1.

Lésung:

n = S0

Pa = G(1)

Wwir berschnen die Annahmewahrscheinlichkeit mittels der
Varteilungsfunktion der Binomialverteilung mit p und n = 50.
Wir wahlen die UWerte van p sO0, dapR die Annahmswahrschein-
lichkeit etwa zwischen 385 % und S5 % variiert.

P P-, Pa
0.00S 0.974
0.01 0.911 80
0.02 0.736
.03 0.555% 80
0.04 0.400
0.0S5 0.279 40
0.06 0.190
0.07 0.1286
0.08 0.083 20
0.03 0.053
0.1 0.034 . . . .- - , " s
Interpretation: 1 2 3 4 5 6 7 8 S

Wenn sehr viele Lose geliefert werden, die jeweils 0.5 %
fehlerhafte Einheiten enthalten, soO werden stwa 37 % dieser
Lose angenommen werden, wihrend bei 3 % der Lose in den
Stichproben zufallig msehr als 1 fehlerhafte Einheit gefunden
wird, sodafl das Los zuriickgewiesen wird, obwohl es nur wenigse
fehlerhafta Einheiten enthalt.

Enthalten die Lose 10 % fehlerhafte Einheiten, so werden
immerhin trotzdem 3,4 % der Lose angenomman, weil in den
Stichproben jeweils zufdllig hoéchstens 1 Fehlerhafte Einheit
gefunden wurden. Und das ocbwohl nun die Lose zwanzigmal so
viele Fehlerhafte Einheiten enthalten wie im ersten Fall!

P i

“31—Pa

Viws o o e o e e
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of i1st die wWahrscheinlichkeit, dafl ein gutes los
zurickgewiesen wird. Es heifit Herstellerrisiko.

ist die Wahrscheinlichkeit, daff ein schlechtes Los nicht
zuriuckgeuwiesen uwird. Es heifit Verbraucherrisiko.

Beide Risken ktnnen verkleinert werden, wenn man den
Stichprobenumfang erhoht. Dabei treten dann allerdings hthere
Prufkosten auf.

Lieferant und Abnehmer missen durch Uerhandeln versuchen,
eine Stichprobenanuweisung zu finden, bei der die Risken und
die Prufkosten fir beide akzeptabel sind. Entscheidend fur
die Auswahl einer Stichproberanuweisung sind wirtschaftliche
Gesichtspunkte.

In der Praxis geht man so vor, call man vertraglich den
sogenannten AQL-Wert vereinbart.

AOL (acceptable guality level) heifft annehmbare
Qualitatsgrenzlage.

Loss, deren Anteil fehlerhafter Einheiten nicht grofier als
ADL ist, spllen mit hoher Wahrscheinlichkeilt angenommen
werden.

In Tabellen z.B. SNORM A 5B48 kamn man in Abhangigkeit von
der lLosgroéffe und dem vereinbarten AUL eine geeignete,
genormte Stichprobenanwelisung ablesen,

In "SCHARF: Funktionen- und Zahlentafeln fir den
Mathematikunterricht, Oldenbourgverlag” Ffinden Sie eine far
den schulischen Gebrauch geeignete Auswahl von
Stichprobenanueisungen der SNORM A B66438. (sighe nachste
Seite)

In der SNORM A BE4S findet man aullerdem die Operations-
charkateristiken der genormten Stichprobenanweisungen.

So konnen Hersteller und Abnehmer, das mit der vereinbarien
Stichprobenprifung verbundene Risiko kalkulieren.

BEISPIEL ,
Ein Lieferant liefert taglich 10 000 Gummiteile. Der Abnehmer
schreibt AQL = 0.ES wvor,

a) Nach welcher Stichprobenanuweisung prift der Abnehmer?

b) Der Lieferant weif, dall seine lLose etwa 0.5 % fehlerhafte
Teile enthalten.

Wie groR ist die Annahmewahrscheinlichkeit fir diese Lose?

c) NManchmal kann durch Inhomogenitéiten des Ausgangsmaterials
der Anteil fehlerhafter Einheiten bis 2u 1 % hetragen.
Wie grof ist fir diese Lose das Lieferantenrisiko?




d)

a)
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Der Abnehmer will Lose mit einem Anteil Fehlerhafter
Einhetien von mehr als 1.5 % nicht akzeptieren.

Wie groff ist die Rickweisewahrscheinlichkeit fir Lose
mit 1.5 % fehlerhafter Einheiten?

Wenn der Anteil fehlerhafter Gummiteile gréfer als 3 %
ist, treten beim Abnehmer Engpasse in der Fertigung auf.
Wie groB ist das Abnehmerrisiko fir Lose mit 3 %
fFshlerhaften Einheiten?

Ldisung:

a)

b)

c)

dd

Fur AQL = 0.65 und N = 10000 entnehmen wir der ONORM:
n-c¢c/d =200 - 2/3

d ist die Rickueisezahl.

Ist die Anzahl fehlechafter Einheiten gréfer oder gleich
d, so wird das lLos zurickgewiesen.

Dis Rickweisezahl bietet keinerlei neue Information. Oaher
kann sie auch weggelassen werden.

n-c=2¢200 -2

p = 0.00S
n = 200

P. = G(2) = g(0) + g(1) + g(2) = 0.3202

Interpretation: ,

Der Lieferant mufl damit rechnen, daff etwa B von 100 Losen

zurickgewiesen werden. Liefert er pro Monat etwa 25 Lose,

so muB er ca. alle 4 Monate mit einem zurickgewissenen Los
rechnen.

p = 0.01
n = 200

o¢=1-P.=1-06(2)~=1-0.6767 =~ 0.3233 = 32.33 %

Interpretation:

Uon diesen "Ausreifllerlosen” wird etwa jedes dritte zurick-
gewiesen. Ob dieses Liseferantenrisiko tragbar ist, hangt
davcen ab, wie oft soclche schlechten lLose beim Lieferanten
auftreten und uwelche Konsequenzen 2in zurickgewiesanes Los
mit sich hringt.

p = 0.015
n = 200

1 - Pa=1-0G(2 =1~ 0.4215 = 0.5785 =~ §7.58 %

Interpretation:

Nur stwa jedes zuweite der Lose mit 1.5 % fehlerhaften
Einheiten wird zurickgewiesen. Es scheint also, dafl der
fAbnehmer unzureichend vaon derartigen Losen geschitzt ist.
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Anderarsaeits kann sich kein Liefsrant leisten, da die
Annahmewahrscheinlichkeit klsiner als 50 % ist. Der Image-
und Vertrauensverlust, der mit einem zurickgswiesenen Los
verbunden ist, ist viel zu grof .

Der Abnehmer darf daher vertrauen, daf der Lieferant, der
waeitechin taglich 10 000 Gummiteile an den Abnehmer
verkaufen will, im eigenen Interesse alles tun wird, um
derartige Lose zu vermeiden.

a) p = 0.03
n = 200

/5- P. = G(2) = 0.0593

Interpretation:
Sollte der Lieferant tatsachlich Lose mit einem Anteil
fFehlerhafter Einheiten von 3 % sanden, so betragt die

" Wahrscheinlichkeit, daf derart schlechte Lose nicht
zurickgewiesen werden, 5.93 %. Es gelangt also nur etwa
jedas 20. derart schlechter lLose in die Fertigung.

Mit Hilfe der Statistik kannen Lieferant und Abnehmer, das
mit der Stichprobenanweisung varbundenea Risiko kalkulieren.
Die Frage, ob eine Stichprobenanweisung geeignet ist, kann
hingegen die Statistik alleine nicht beantworten.

Mit Hilfe der Statistik kann man berechrnen, wia grof} die
wahrscheinlichkeit ist, daB ein bestimmtes Los aufgrund der
St ichprobananwaisung angenommen wird. welcha Konsequenzen
aina Rickweisung eines Loses mit sich zieht und welche
Stichprobenumfangse wirtschaftlich vertretbar sind, ergeben
sich aus der konkreten Situation des Lieferanten-Abnehmer-
Verhidltnisses. )

Dabei spielen wirtschafFtliche und technologische Aspekte, die
Gegebenheiten des Marktes in Bezug auf Kunden und

Konkurrenten, Fragen der Firmenpolitik und des Marketings und
nicht zuletzt das Verhandlunggeschick eine wesaentliche Rolle.

Grundsatzlich kann man sagen:
Die Statistik nimmt dem anwender keine Entscheidung ab. Sie
bietet aber aine sachliche Grundlage fFiir Entscheidungen.




